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Периг А. В., Стадник А. Н., Матвеев И. А. 
 
О ДИНАМИЧЕСКИХ РЕЖИМАХ РАБОТЫ СТРЕЛОВОГО КРАНА ПРИ 
ПОСТОЯННОМ УГЛЕ ВЫЛЕТА СТРЕЛЫ 
 
Непрерывное совершенствование технологических режимов работы подъемно-

транспортного оборудования предъявляет высокие требования к управляемости, производи-
тельности и точности позиционирования рабочих органов движущихся механических си-
стем. Решение указанных задач требует дополнительного динамического анализа устано-
вившихся колебательных процессов и соответствующего расчета собственных частот коле-
баний, возникающих при относительном раскачивании груза во время переносного враща-
тельного движения стреловой системы крана. Расчетные подходы к учету влияния центро-
бежных сил на характер колебания груза при повороте стрелы крана реализованы в работе 
Кузьмина А. Н. и др. [1]. В работе Макаревича Е. В. и др. [2] разработана математическая 
модель поворотного крана в имитационной среде SimMechanics пакета Matlab, а также реа-
лизовано оптимальное управление данной моделью крана посредством модуля Optimization 
Toolbox пакета Matlab. В исследовании Герасимяка Р. П. и др. [3] рассмотрены подходы 
к оптимальному электромеханическому управлению вылетом стрелы крана. Зарецким А. А. 
и др. в работах [4]–[5] вводится классификация раскачивания груза, причем относительное 
раскачивание груза относится к динамическим погрешностям крановой системы. Задачи 
снижения раскачивания груза при повороте стрелы также рассмотрены в работах [6–8]. Учет 
влияния случайной ветровой нагрузки на динамические режимы работы стрелового крана 
выполнен в работе Подобеда В. А. [9]. В то же время в известных работах [1–9] уделяется 
недостаточное внимание анализу динамических режимов раскачивания груза в двух взаимно 
перпендикулярных вертикальных плоскостях с учетом влияния ускорения Кориолиса на от-
носительную траекторию груза на канате, что и определяет актуальность настоящей работы. 

Целью работы является решение обратной задачи динамики об определении вида от-
носительной траектории раскачивающегося груза с одновременным учетом как относитель-
ного поворота вертикальной плоскости колебаний груза, так и влияния кориолисова ускоре-
ния на вид относительной траектории раскачивающегося груза на канате. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся методами динамики относительного 
движения материальной точки. На рис. 1 приведена схема относительного раскачивания гру-
за, причем использованы следующие обозначения: O1D – ось вращения крана (ось Oz1); 
BD = R – горизонтальная y-проекция стрелы OB крана; γ – угол наклона стрелы OB крана 
с горизонтальной плоскостью xy; l = BAst = BAdyn = BAt – постоянная длина свисающей части 
троса; система отсчета xyz – подвижная, неинерциальная система отсчета, связанная с пово-
рачивающейся стрелой крана, начало которой совпадает с положением Adyn динамического 
равновесия груза; α1t  – текущий угол отклонения троса BAt от вертикали BAst; α1dyn  – теку-
щий угол AstBAdyn; β – текущий угол AtBAdyn, причем α1t  = α1dyn + β; α2  – текущий угол, харак-
теризующий поворот вертикальной плоскости колебаний груза, отсчитываемый от положи-
тельного направления оси x; Ast , Adyn и At – статическое, динамическое и текущее положения 
груза A соответственно; ydyn – горизонтальное y-расстояние между точками Ast и Adyn ; φe – 
угол, характеризующий переносное вращение стрелы OB вокруг вертикальной оси Oz1; 
ωe = dφe/dt – переносная угловая скорость вращения стрелы OB вокруг вертикальной оси Oz1; 
mg – сила тяжести груза; Φe

n – нормальная переносная эйлерова сила инерции, направленная 
вдоль отрезка DAt; Φkop – кориолисова сила инерции; N – сила натяжения троса; Nxy – гори-
зонтальная проекция силы натяжения троса на горизонтальную плоскость xy; VB – линейная 
скорость т. B, направленная параллельно оси x; Vr и Ve – относительная и переносная линейные 
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скорости т. At соответственно, причем вектор Vr направлен по касательной к эллиптической 
траектории т. At сферического маятника с центром в т. Adyn , а вектор Ve перпендикулярен  
отрезку DAt. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема механической системы стрелы BO крана с раскачивающимся 

грузом A, причем текущее положение груза At характеризуется двумя независимыми углами 
раскачивания α1 и α2:  

а – схема расположения стреловой системы «стрела крана-груз» в вертикальной  
плоскости yz; б – схема расположения системы в горизонтальной плоскости xy 

 
При составлении дифференциальных уравнений относительного движения груза на 

тросе предполагаем, что Φe
n || Adyny, причем постоянная величина переносной нормальной 

эйлеровой силы инерции определяется из уравнения динамического равновесия груза как: 
 

  dyne
n
e lRm 1

2 sin   .  (1) 
 

В случае малого угла α1dyn линеаризованное соотношение (1) принимает вид: 
 

 dyne
n
e lRm 1

2   .  (2) 
 

При этом угол α1dyn определим из моментного условия MB(mg) = MB(Φe
n) относитель-

ного равновесия груза на тросе в положении динамического равновесия (рис. 1, а): 
 

      dyndynedyn llRmmgl 11
2

1 cossinsin   .  (3) 
 

Численное решение моментного уравнения (3), составленного для динамического 
равновесия груза Adyn на рис. 1, а, позволяет рассчитать численное положительное значение 
угла α1dyn. С учетом численно найденной величины α1dyn определяется значение горизонталь-
ного расстояния ydyn между точками Ast и Adyn (рис. 1) согласно соотношению: 

 

а б 
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 dyndynstdyn lAAy 1sin  .  (4) 
 

Согласно динамической теореме Г. Г. Кориолиса, дифференциальное уравнение отно-
сительного движения груза At на тросе BAt имеет следующий вид: 

 

kop
n
er ΦΦNgmam


 , (5) 

 

где все входящие в (5) вектора схематически изображены на рис. 1. 
В рамках расчетной модели рассматриваемой задачи полагаем Φex

n = 0, а Φey
n есть ве-

личина постоянная, рассчитываемая согласно (1), что приводит к смещению центра относи-
тельного движения в положение Adyn согласно (3)–(4). Поместив начало подвижной системы 
координат xyz в т. Adyn , найдем проекцию натяжения троса на оси x и y. Так, заметим, что 
проекция уравнения (5) на вертикальную ось z имеет вид: 

 

   dynNmg 1cos0 .  (6) 
 

Ввиду малости углов α1dyn и β, из (6) следует, что: 
 

mgN  .  (7) 
 

Как следует из схемы на рис. 1, Nx ≈ (– Nxy)·cos(α2) ≈ (– mg·sin(β))·cos(α2) ≈ (– mg· sin(β)) · 
· (x/(l·sin(β))), т. е. в рамках допущений предложенной расчетной модели получаем, что: 

 

       lymgNlxmgN yx  ; .  (8) 
 

Принимая во внимание (8), а также без учета Φkop, проекции дифференциального 
уравнения (5) относительного движения груза на тросе принимают следующий вид: 

 

           lymgdtydmlxmgdtxdm  2222 ; . (9) 
 

Нормальный вид уравнений (9) записывается в виде следующей однородной системы: 
 

    0;0 222222  ykdtydxkdtxd ,  (10) 
 

где k2 = g/l – квадрат циклической частоты свободных колебаний груза на тросе для 
рассматриваемой модели сферического маятника (рис. 1, б). При этом начальные условия 
движения груза определяются его начальным положением в т. Ast на рис. 1, б с начальной 
скоростью относительного движения (– VB), что приводит к следующим соотношениям: 

 

0;;;0 0000  dtdyyyRVdtdxx dyneB  . (11) 
 

Выполняя интегрирование системы уравнений (10) с нач. условиями (11), находим: 
 

     ktyyktkRx dyne cos;sin   .  (12) 
 

Как следует из интегралов (12), траектория относительного движения груза на тросе 
представляет собой эллипс на рис. 1, б с полуосями (ωe·R)/k и ydyn, определяемому из (4): 

 

    1222222  dyne yyRkx  .  (13) 
 

Без учета наличия кориолисовой силы инерции Φkop, вид относительной траектории 
(13) схематически представлен на рис. 1, б. Для численного анализа предложенной матема-
тической модели (9)–(13) в случае близких численных значений для угловой скорости ωe пе-
реносного движения стрелы крана и циклической частоты свободных колебаний груза на 
тросе k зададимся следующими численными данными: R = 10 м; g = 9,81 м/с2; l = 20 м; 
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Т. о. в рамках анализа результата, представленного на рис. 3, б, необходимо отметить 
следующее. Абсолютным движением груза A на тросе BA при повороте стрелы OB крана 
с угловой скоростью ωe будет некоторая новая результирующая кривая, представляющая со-
бой геометрическую сумму двух движений груза – переносного и относительного. В рамках 
решения задачи (10)–(11) установлено, что относительное движение представляет собой 
движение по эллиптической траектории (13) с периодом, равным T = 2π/k = 2π(l/g)0,5. Это 
означает, что абсолютная скорость груза A в начальный момент времени равна нулю 
(Vabs A(0) = 0 м/с) и через время T абсолютная скорость груза A также будет равна нулю 
(Vabs A(T) = 0 м/с). Отмеченная особенность может быть рекомендована для выбора рацио-
нального режима работы кранового оборудования. Следовательно, если возникает необхо-
димость практического решения задачи перемещения груза из одного положения в другое на 
требуемый угол поворота стрелы Δφe, то следует рекомендовать угловую скорость вращения 
стрелы ωe = Δφe /T или ωe = (Δφe /(2π))·(g/l)0,5. Предлагаемый режим работы кранового обо-
рудования обеспечивает отсутствие поперечных динамических нагрузок на стрелу крана OB 
в момент остановки груза A, а также необходимую при этом точность относительного пози-
ционирования рабочих органов движущихся механических систем, что позволяет сделать 
вывод о достижении цели работы в рамках представленного исследования. 

 
ВЫВОДЫ 

В работе получена математическая модель относительного движения груза на тросе. 
Установлены такие кинематические характеристики относительного движения груза, 

как траектория, скорость и период колебаний. Показано, что относительное движение груза 
на тросе представляет собой сферический маятник с центром в положении динамического 
равновесия груза. Проведен анализ влияния силы инерции Кориолиса на относительное дви-
жение груза. Рекомендованы рациональные режимы работы кранового оборудования с уче-
том результатов проведенных исследований. 
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